Numerik Zusammenfassung

Gero Beckmann

Gleitpunktzahlen

L,—1

LTTL
FL = {+_Za13—136 te=euy+ Y ¢Ba,¢€{0,.,B—1},a, # o} u {0}
=1 =0

€max — €min + BLe —1
max FL = —min FL = Bew (1 — B’Lm)
minFL_ = Bemin—1

Bl1<|m|<1

Relative Maschinengenauigkeit
— 17Lm
o= 0@)| _ B
|| 2
fi(z) =2z(1+¢) mit |e] <eps

=: eps

A

zoy=fi(zoy) = (voy)(l+e) mit [e] < eps

Stabilitat eines Algorithmus: Fehlerverstarkung des Verfahrens ist “moderat” grof3 (im vergleich zum unvermeidbaren

Fehler).

Cholesky-Zerlegung
Ist eine A € RY*N symmetrisch und positix definit,
existirt eine Cholesky-Zerlegung A = LLT

1. Berechne Cholesky-Zerlegung A = LLT
2. Lose Ly = b durch Vorwirtssubstitution
3. Loste LT = y durch Riickwirtssubstitution

l,,, > 0 macht die Zerlegugn eindeutig.
Q(Am) =AQm = —Aw firalle AeR
Qy =y fiiralle y € RY mit wly=0
Spiegelebene E = {y € RM : wTy =0}

LR-Zerlegung

Ist jeder Hauptminor von A € RV*¥ regulir, existire eine
LR-Zerlegen A = LR.Ist A € RV*N regulir existiert eine
LR-Zerlegung mit Spaltenpivotwahl PA = LR.

1. Berechne Zerlegung PA = LR durch Gauf3-Elimination
2. Lose Ly = Pb durch Vorwartssubstitution in %N 2 Ops
3. Lése Rx = y durch Riickwértssubstitution x,, =

yniz;}"“ rnjxj] in O(%N2) Ops

l,,, = 1 liefiert Eindeutigkeid der Zerlegung.
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Kondition und Normen

Problem: Wie wirken sich Storungen der Eingabegrofien (hier A und b) auf die Lésung unabhéingig vom gewahlten
Algorithmus aus?

Zugehorige Matrixnorm

A
1 = sup Il — suplla % | = sup 1te] = e
w0 |zl adoll Izl jep= Jzl=1
I T i 1
A7 =sup H =" sup = max = —
I~ e20 7| =40 Az Jal=1 Az ming, | Az]
N N
Spaltensummennorm |[All; = max Z\anm\ |zll, = Z\xn| 1-Norm
m=1, ’Nn=1 n=1
N
Zeilensummennorm Al = max Z |a,,| |zl = max %nl | Maximumsnorm
n= 3 3 m:1 LR}
N
Spektralnorm |A], = /groBter EW von ATA| |z|, = Z z2 | euklidische Norm
n=1

Eigenschaften: positive Definitheit |z| > 0, Dreiecksungleichung |z + y| < |z| + |y|, Homogenitat |Az| = |A|||z]
|Az] <[ Afflz]. | Ix] = 1, Submiltiplikativitit | AB| < |A|[B], [z = v/(z,z)
Stérungen
r—2=A1—A1b=A"1(b—0)
&z —z)=[A7L(b-b)| < [|A7||[|o — b (absolute Abweichung)
= — 2| _ A7 (=) _ lell A o3l . .
= < relative Abweichun
o o o eletive Abweichung
|z — & W=l4si<|Allz] lle=1
< AlllA
o Gl a7
=: cond(A)
Konditionszahl einer Matrix
Submiltiplikativit
cond(4) := Al | = (A4 =Nl =1

max{|A\| : A EW von A}
A - A =
condy(4) max{|A| : \ EW von A},cond( )

maxj,_ [ Ay|

miny_,|Az] ond(A) = cond(aA),a € R\{0}

Seien relative Abweichung beschrankt

|4~ 4]
4]

S 6A7

Dann gilt im Fall €, cond(A) < 1 die Abschétzung

|z — Z| cond(A)
<
|| — 1—e4 cond

@ (eat+&p)

cond(aly) = 1, fiir orthogonale Matrizen Q: [Qz|3 = 27 QTTx = 27z = ||z||%, |Q], = 1 = cond,(Q) = 10 =
lelfje~" = 1el?
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QR-Zerlegung
Geg. A € RM*N M > N, voller Rang (= N)

Ges. orthogonales @ € RM*N und R = (1(?) € RM*N rechte obere Dreiecksmatrix R € RVN*N

Householder-Transformation
Householdermatrix Q ist symmetrisch, orthogonal und eine Spiegelung eines Vektors v auf ein Vielfaches des Vektors
u (= e') mit Spiegelachse L w (Householdervektor).

1

Q = Iy2ww? = Qu = oe! = —sign(v)|v]qe! = v — 2wl vw (2M Ops)

Q wird eigl. nie ausgerechnet, sondern nur w gespeichert und QA wird berechnet aus (Qa', Qa?, ...)
Spaltenvektoren von A. (2M(N-1)) Ops

v—u v—oel —|v|ls , falls v; >0

= o = —sign(v,)||v|s =
[o—ul, ~ Jo—oell, @Dkl { ol . falls v, <0

(Householdervektor) w =

Berechne Householder-Transformation des ersten Spaltenvektors a' von A(™)

a' —oel 1_ .1 1 ([l o1 T r; o T
— —_ — - qi (n) A(n) — 11 12 12

w P ,Qal =1l =o0e sign(a') | a ||26 , QM A A(naD) 0 A
Durch die Householder-Transformation bekommen wir die Matrix fiir die nachste Iteration.
Householdervektor @Y ist eine Dimension kleiner. Um diesen an das vorherige Ergebnis zu multiplizieren w1 =

Bn+D) ) sodass Q1) = (0 & Sﬂ ) (alternativ: es wird auf e™-Vektor gespiegelt)
Insgesamt: in M N2 — %N?’ Ops Qn---QQA=R Q- Qn =Q
Lineares Ausgleichsproblem |Az — b|, = min! Losen von LGS Ax = b (falls M = N)
Berechne A = QR Ax =b
Berechne QTb — (d) & QRz =b
Lose Rz = c (Riickwirtssubstitution) < Rr=QTb
QR-Algorithmus (Eigenwertberechnung) < Rx = ¢ (Rickwértssubstitution)
1. setze Ay =Aund k=0
2. zerlege A;, = Q. R,
3. berchne A, ; = R, Q;, erthéhe k um 1 und gehe zu 2 O(N3) Ops pro Iteration

Ay ok ok #
k—o0:A, =+ R= Az * C L@y — Iy Konvergenz: &i‘ﬁ‘l‘
0 An
Benutze Hessenbergform fiir weniger Ops pro Iteration O(N?). Kann durch N-2 Householder-Transformation
berechnet werden QT AQ = H
g %
Householder-Transformation Qy = Iy_; — 2@? (11)2)T € RINV=UXIN=1) mit Q, afl = (0> ERNL Q, =1y —
-~ .0
2uwT = (1 ~ ) w? = (92)
@/ ’ AW = Q,AQ,

QN1 AN QN 1 =Qn_1.-Q24Q,..Qn_1 =QTAQ=H ,Q=Qy...Qn_4

Wenn wir eine Hessenbergmatrix QR-Zerlegung H = QR, dann ist die Matrix H = RQ ebenfalls Hessenbergmatrix,
wegen H = RQ = QTQRQ = QTHQ

QR-Algorithmus mit Shift i, = h ) fiir schnellere Konvergenz ‘hn 1 n‘ = ( ’\;\”—1_;” D
1. setze Hy, = H, k = 0 und wiahle Toleranz ¢
2. zerlege H, — thN = Q. Ry
3. berechne H;,  , = R,.Q;, + h( ) NN
k+1) (k+1) . (k+1) ..
4. ist ‘hN Netrn | <€ ‘h + ‘hN 1.N-1 H so akzeptiere hy  ~ als EW. Sonst erhohe k um 1 und gehe zu 2.
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Newton-Verfahren
Problem: Fiir eine vorgegebene (nichtlineare) Funktion f : D C RY — R¥ finde z* € D mit f(z*) = 0, € RY

Sei 2° in der Nihe der Losung z*. Eine Taylor-Entwicklung liefert vernachlissigen ~0

0= f(a%) = f(2°) + ' (2°)(2* = 2°) + O [}* — &[|*)
A 0= f(z% + f'(2°)(z* — 2°)
= f(z%) + f/(2%)z* — f/(2°)a”

=3 (2220 — f(z°) = f/(2°)z*
& [ (1 (@0)a” — f(2)) = a7
- ot~ 2 — f(a%) f(a°)
- okl = gk (wk)*lf(xk)

Berechnung der inversen Jacobi-Matrix vermeiden
- o _f/(xk)*lf(xk—)
< £ (%) (251 — 2h) = — f (k)

—dk

1. Wibhle Startwert 2° € D und Toleranz €. Setze k = 0
2. Lose f’ (l‘k)dk = —f(ask) (LGS durch LR-Zerlegung)
pk+l = gk 4 gk
3. Falls (||d¥|| < e): STOP
Sonst erhdhe k um 1 und gehe zu 2.

Bem.: Man wéhlt nicht || f (mk ) || < ¢ als STOP-Kriterium, weil das Problem Af(x) = 0 (A reguldr) dann eine andere
Lésung hétte. Af(z) = 0 &ndert Iterierten nicht, deshalb ist ||d*| < e besser, weil so bei Af(z) = 0 und f(z) = 0 die
Loésung und Iterierten gleich bleiben.

lokale quadratische Konvergenz

o) ={re RV : |z — z*| < p} C D sodass z* die einzige Nullstelle von f in £0ist. Zudem

ktl — gk f/(as;)flf(a:k) fiir jeden Startwert 2° € x ebenfalls in x und es gilt lim, , _ x* =

Es gibt eine Kugel k := &
liegen die Folgeglieder x
x*. Weiter existiert eine Konstante ¢ > 0 mit ||:L'* — wk” < c||x* — gk || fuirk e N

Homotopie-Verfahren: guten Startwerd suchen

g : RN — RY eine (einfache) Funktion mit bekannter Nullstelle z°. Definiere f,(z) = (1 — s)g(z) + sf(x), wihlen
0 < sy <8y<..<sy =1lundlésen f; (z)= 0mit Newton mit Startvektor ™1 mit fs, (x™ 1 =0 firm =
1,..M

Dampfungsstrategie: Verbesserung der Konvergenz
Bestimme t;, € (0, 1] sodass fiir "1 = x* — ¢, f/ (xk)ilf@’“) das Residuum kleiner wird ||f(mk+1) || < ||f(xk) ||

Differenzenqoutient
Wenn f’(z*) aufwendig zu berechnen, wihle 4, ~ f’(z*) durch (Ap),, = F(fo(zF +hm™) — . (2*))

Vereinfachtes Newton-Verfahren
pro Iteration f” auswerten und LR-Zerlegen ist teuer. Stattdessen A ~ f’(z°) alse einmal f’ auswerten und LR-
Zerlegen. F(z) = x — A~! f(z) Nurnoch lineare Konvergenz.

Globale Minimierung
Wir suchen z* € RY mit f(z*) < f(z) fiir alle z € R". dh insbesodere grad f(z*) = 0,. Wir berechnen Nullstelle
von Vf(z) = (grad f(z))” mit Newton z*+! = zF — Hf(mk)%Vf(a:k). H; Hessematrix.

Nichlineare ausgleichrrechnung | f(z)|, = min!

Wihle Startwert z° € RY fir k= 0,1, ...

1. 16se lineares Ausglechsproblem ||f’(mk)dk + f(wk) ||2 = min
2. setze ¥+l = 2F + d*

4/8



Numerik Zusammenfassung Gero Beckmann

Interpolation
Problem: Suche zu den Stitzstellen (z, f;), ..., (x5, ) eine Funktion p mit p(z,,) = f,, fir alle n=0,...,N

Polynom-Interpolation
Problem: Suche zu N+1 Stiitzstellen (zg, f;), -.., (Zo, fo) ein Polynom p vom Grad < N (p € Py ), welches das
Interpolationsproblem (s.o.) 16sst: p(z,,) = f,, fir alle n=0,..., N,

Eindeutigkeit des Interolationspolynoms zu einem Interpolationsproblem:

Nehmen wir an es giabe zwei Polynome p, ¢ € Pyy vom Grad < N welche das gleiche Interpolationsproblem lésen.
p(z,) = q(z,) = f, fir n=0,...,N. Dann wire p — ¢ € Py ein Polynom vom Grad < N, welcehs N + 1 Nullstellen
an den Stitzstellen z,, hat: p(z,,) — q(z,,) = f,, — f, =0 fir alle n=0,...,N

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra kann ein Polynom vom Grad = N nur maximal N Nullstellen haben aufler es
ist das konstante 0-Polynom f = 0.

Damit das Polynom p — ¢ vom Grad < N also N + 1 Nullstellen haben kann, muss nach dem Fundamentalsatz der
Algebra p — ¢ = 0 < p = g das konstante 0-Polynom sein, was bedeutet, das p und q identisch sein miissen.

Lagrange-Basis

Das n-te Lagrnge-Polynom L,, zu den Stztzstellen ), ..., x ; ist definiert als:
N N
r—z 1,falls =z, ==x
:anLn(-T) ,Ln($)= H —mzanm:{ ’ m n
- m=0,m#n *n — Tm 0, falls z,, #z,

Lagrnge-Polynome L,, bilden aufgrund von Skalarprodukt (p, ¢) = Zj:[: o P(z,)q(z,,) eine orthonormalbasis und
linearkombination (Py).

Kondition

Frage: Wie wirken sich Stérungen der Eingabegrofien (Stiitzwerte f,,) auf die Losung der Interpolation aus?

x) = X_jfnLn<x> Blz) = Z_j FuLn ()

N N N
p(z) — (@) = D (f — Fo)La(2) SZ]f —follLa(@) < max [£, = £ 3120 (2)
n=0 n=0 n=0
 max p(z) - |<;2[3>§,]Z|L max [ f, = |

=Apn>1

Lebesgue-Konstante A ist invariant under Affinen Transformationen daher nur von relativer Lage der Stiitzstellen x,,

zueinander abhéingig.
Leitkoeiffizient

n—1
Newton-Darstellung p(z) = ag + ayw,(z) + ... + aywy(x) w,(z) = (x —z,,)
m=0
Aus Darstellung fOlgt p(.’E) = pO,N—l(‘T) + (lN’lUN(.’E) pn,n(x) = fn = fn,n
= po,n(T) = fo,0 + foawi(z) + ... + fo ywn (T) mit a,, = fo,
T, —T z)— (z, —
Lemma von Aitken . . (z) = (z, )pn+1,k( ) — (zy )pn,kfl fos
’ Tp — T e N 2(N-1) Additionen
fro1— Foiik N-1 Divisionen
= Fiir Koeffizienten f, , = =~——"">% (Dividierte Differenzen) Frark = Fuk
’ LTy — T
— o PO
nterpolationsfehler f(z) —p(z) = wy H(a:)m ,&€=£&(x) € (a,b) Zwischenstelle
Maximaler Interpolationsfehler/Approximationsgiite  max |f(z) — p(z)| < max |wy_4(z)| max M
P PP z€(a,b] T z€la,b] N+l z€la,b] (N + ].)'
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Tschebyscheff-Interpolation
Tschebyscheft-Interpolationsformel

1
p(z) = 500 +eTh(x) + .. + eIy (z)

mit Koeffizienten c,,, = %1 =1 Zn o fn cos(mgf,il? 7r) mit (N + 1)? Multiplikationen

Tschebyscheff-Polynom vom Grad N ist auf [—1, 1] gegeben durch
Ty(x) =1
Ti(x) ==z oder Ty (x) = cos(N arccos(z))
Tyyi(z) =2 -Ty(z) — Ty (z)

Tschebyscheff-Stiitzstellen: z,, = COS(22X,112 7r) furallen=0,...,.N

Min-Max-Eigenschaft: max . _; y ‘w N4l (m)’ wird genau fiir Tschebyscheff-Stiitzstellen minimal mit 2~
mit FFT lasst sich Koeffizient c,,, in O(N log N) Multiplikationen berechnen, wenn N + 1 = 2* eine 2-er Potenz ist.

Clenshaw-Algorithmus zur Auswertung p(z) mit N+2 Multiplikationen und 2N Additionen

dyyg =dyy1 =0
dn:Cn+2w‘dn+1_dn+2 fur n:N7N—17...,0

1
Dann gilt p(x) = E(d0 —d,)

Zusammenfassung | Bestimmung Auswertung

Monom LGS mit 3 N3 Ops Horner-Schema mit N Ops
Lagrange direkt gegeben zu aufwendig

Newton Dividierte Differenzen mit N2 Ops | Horner-Schema mit 2N Ops
Tschebyscheff FFT mit O(N log N) Ops Clenshaw-Algorithmus mit 2NV Ops

nur in Newton-Darstellung kénnen zusétzliche Stiitzstellen hinzugefiingt werden, wobei nicht alle Koeffizienten nei
berechnet werden miissen.

Spline-Interpolation
Problem: Suche zeimal stetig differenzierbare Funktion s € C?([a, b], R) mit mit s(z,,) = y,, fir n = 0, ..., N, soduss

folgendes Integral minimal ist:
b b
/ 1" () 2de g/ 1" (@) + e’ (z)2dz

o / D) ()ds = Z / D (@)dz = 5" (D)W (b) — 8" ()1 (@) = 0
fiir alle ¢ € R und C?-Funktionen h : [a,b] — R mit h(z,) = 0 firallen =0,..., N
Aus dieser Gleichung ergeben sich derei Losungen und damit drei Typen von Splines:

s'(a) =vy und s'(b) = vy eingespannt / hermitisch

s"(a) = s”(b) natiirlich

Yo=YN

—
s'(a) = s'(b) und s”(a) = s"(b) periodisch (sinnvoll fiir s(a) = s(b))

not-a-knot-Bedingung falls Ableidung an Randpunkten unbekannt: s{’ (z;) = s5 (z;) und s%_; = sy (zn_1)
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kubischer interpolierender Spline
Eine C2-Funktion s : [a, b] — R hei3t kubischer interpolierender Spline zu den Stiitzpunkten (xy, yg), ---, (T n, ¥ ) it
der Eigenschafta = z( < ... <z = b, falls

1. 8|[mn71,mn] eP;firallen=1,..,N
2. s(z,) =y, furallen=0,...,N

_Yn-1-Yn
Tnpn—-1"%n

——
S|[mn—1vmn] = Sn(l‘) =Ypt (.’I} - xn71> Yn—1,n + I(‘T - wnfl)(x - xn)[an(m - xn71> + /Bn(w - mn)]l

interpolierender Anteil glittender Anteil

Daraus erbeben sich 2N Unbekannte «,,, 3,,. Diese erhélt man durch die 2N - 2 Glattheitsbedingungen + 2
Randbedingungen (s.0.). Also erhédlt man «,,, 3,, aus LGS mit dim 2N.

(@) = S"H(m")} fir n=1,...,N —1= 2N — 2 Bedingungen

s’
n
8% (‘Tn) = 8'71—}-1 (‘Tn)

Die Berechnung der Unbekannten konnen wir vereinfachen, indem wir die «,,, 5,, durch N+1 Unbekannte Momente v,,
darstellen:

sy (Tn_1) =7 —1} T ”
o " damit s, (x,) = s,.1(x,) =7,
s’(z,) =1, (2,) +1(@n) =7

Dies sind 2N Gleichungen fiir die N+1 Unbekannten v, ..., ;. Durch den Ansatz sind N-1 Glattheitsbedingungen an
die zweite Ableitung automatisch erfiillt.
Mit den Gitterweiten h,, := z,, — z,,_; erhalten wir oy = 50— (Vo1 +27) Bn=—5—2Yn_1+ )

Eingesetzt in s” in der Glattheitsbedingung s;,(z,,) = s, (z,,) folgt

h
(Vo1 +275) + (29, + Vns1) = Vrmst — Yno1m = d

n
6 6

mit Einschriankung auf eingespannte kubische Splines s (z,) = 0y, sy () = vy erhalten wir auflerdem

h h
El(z’Yo +71) = Yo1 — vy = dy FN(’YN—l +27y) =vn —yn_1n = dy
2hy hy Yo dy
hy 2(hy +hy) hy 71 dy
Insgesamt ein LGS: — : = :
hy_1 2(hy_1 +hy) hy YN-1 dy_1
hy 2h N YN dy

strikt diagonaldominante symmetrische Tridiagonalmatrix (spd, regulér)
= mit Cholesky in O(N) Ops losbar.

Kondition
3(z) der Spline zu gestérten Daten (z,,, 9,,), Lagrange-Spline [, (z,,,) = {é ’ i:ﬂ: :;T, Il (a)=0,0,(b)=0
N N
n=0 n=0 Moy n=u,...,
N
it Ay = l 1 —3(z)| <A —
mit Ay zrggﬁ]r;! 2(@)] also max |s(@) = 5(x)l < Ay max |y, — Gl

Bei dquidisanten Unterteilung gilt Ay, < 2 fiiralle N € N
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Numerische Integration

Problem: Berechne fiir eine gegebene Funktion f : [a,b] — R das Riemann-Integral.

Eigenschaften von Integralen

Additiv: f; f(z)dx = f: f(z)dz + fcb f(z)dx Linear: I(Af + pug) = A (f) + nl(g)

Monoton: falls f > g auf [a, b] dann fb f(z)dz > f: g(z)dx

I(f)] < I(|f]) < cond, (f) = 120 > 1

Il =
Norm: | f]; = I([f])
Quadraturformeln
z(b_a)bn+l
r——
b b b N N b s
[ t@dex [ pea= [ f@t, @) =Y [ Lu@dar(@,) = b-a) > bflat - a)

a a a n=0 n=0"a =a+::1_(/b—a) k=1
Rechteckregel s=1,b;=1,¢,=0,p=1 I(f) ~ (b—a)f(a)
Mittelpunktregel | s = 1,b; = 1,¢;, = 3,p = 2 I(f) =~ (b—a)f(<2)
Trapezregel s=2by=by=12,¢,=0,¢,=1,p=2 I(f) ~ (b— a)f(a);“f(b)
Simpsonregel | s =3,b; = by = §,by = 5,¢; =0, = 5,63 = I(f) = (b—a)§(f(a) +4f(45) + f(b))

1,p=4

Eine QF (b, ck)k: 1o besitzt die Ordnung p, falls sie fiir alle Polynome vom Grad < p — 1 das Integral exakt

berechnet, wobei p maximal ist.
TODO: BEWEIS ZU ORDNUNGBEDINGUNGEN!!!!!
Ordnungsbedingungen: Eine QF besitzt genau dann die Ordnung p, falls

1 2 _
- = Zbkcz ! fiir alle qg=1,...,p aber nicht mehr fir ¢=p+1 gilt
7 =

Fiir eine QF mit vorgegebenen Knoten ¢; < ...c, konnen die Gewichte genau dann mit b, = fol L, (z) dz eindeutig
—

T—cC;
bestimmt werden wenn p > s. Ly(z) = szl,j#k ckfcjj

Symmetrische QF:
. 1 .
b, = b1 4 ¢, =1 —c, 1} also symmetrisch um 3 verteilt

Die Ordnung p einer symmetrischen QF ist gerade. TODO: Beweis
Fiir symmetrische Knoten ¢;, und p > s sind die eindeutigen Gewichte b;, ebenfalls symmetrisch.

QF mit erhohter Ordnung
Die maximale Ordnung einer QF ist 2s (insb. bei Gauf3-QF)

Bew.: (M, M) = [ M(z)*dz > 0,deg(M) = s

Gauf3-QF: Ordnung 2s gegeben durch ¢;, = %(1 + 7)) mit 4, ..., v, die Nullstellen des Legendre-Polynoms vom Grad
s. Die Gewichte b;, einer Gau3-QF sind positiv. Gau3-QF sind symmetrisch, weil Legendre-Nullstellen 7, ..., 7,
symmetrisch zum Punkt 0 im Interval (—1, 1) und so Knoten symmetrisch zu Punkt 3 im Interval (0, 1).

Summierte QF: Um Fehler zu verkleinern zerlege [a, b] in Teilintervalle [z,,_;,z,],n = 1, ..., N mit Intervallingen

Ty = Tp_1 = hn

S

b N
/ f(.’l!)d.’ll ~ Zhnzbk(xnfl +Ckhn)
a k=1

n=1
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